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Carleman [l] verschgrfte 1927 den Weierstraflschen Approximationssatz 
fiir Polynome zu einer asymptotischen Approximation und zeigte, daB zu 
jeder auf der reellen Achse R( - 00 < x < 00) stetigen Funktion fund zu 
jeder auf R positiven und stetigen Funktion h eine in der ganzen komplexen 
z- Ebene (z = x + iv) analytische Funktion g mit 
existiert. 
Neuere 
Hoischen 
I f(x) - &)I < h(x) (x E 4 
Beweise dieses Satzes wurden von Kaplan [4], Sinclair [S] und 
[2] gegeben. 
Es ist naheliegend, nach ghnlichen Approximationseigenschaften ganzer 
Dirichlet- Reihen zu fragen, urn eine entsprechende Erweiterung des Miintz- 
schen Satzes zu einer asymptotischen Approximation zu erhalten. 
Wir beweisen hier folgenden: 
SATZ. Es sei 
Dann gibt es zu jeder auf R stetigen Funktion f, fiir die lim,,-, f (s) existiert, 
und zu jeder auf R positiven, stetigen Funktion h mit lim,,-, h(s) > 0 eine in 
der ganzen Ebene absolut konvergente Dirichletsche Reihe C a,eSAm it 
1 f(s) - g0 a,esdn 1 < h(s) (s E R). 
Natiirlich geniigt in diesem Satz such die Voraussetzung, da0 nur eine Teil- 
folge der A, die obigen Eigenschaften besitzt. Daher l&Bt sich dieser Approxi- 
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mationssatz auf die bekanntesten Dirichletschen Reihen anwenden, wie 
z. B. im Falle h, = log@ + 1) oder h, = n=(O < 01 < 1). Hierbei bleibt 
noch die im Hinblick auf den Miintzschen Satz interessante Frage offen, ob 
dieser Satz such ohne die Voraussetzung X,,, - h, 3 c gilt, oder ob diese 
Voraussetzung wesentlich abgeschwacht werden kann. 
Mit obigen Dirichlet- Reihen IaiOt sich eine beliebig gute asymptotische 
Approximation offensichtlich nur einseitig fur s -+ co erreichen, da - co dem 
Entwicklungsmittelpunkt von Potenzreihen entspricht. Daher mtissen iiber 
das Verhalten von f(s) und h(s) fur s -+ - 0~) zusatzliche Voraussetzungen 
gemacht werden, die im Carlemanschen Satz nicht notwendig sind. Durch 
diesen Satz werden insbesondere Ergebnisse von Macintyre [7] (S.286) und 
Kuhn [5] (S.47) verbessert, die fur eine Exponentenfolge {h,) mit obigen 
Eigenschaften die Existenz einer auf R beschrankten Dirichletschen Reihe 
zeigten. 
Zum Beweise des obigen Satzes wird hier ein Approximationsverfahren 
verscharft, mit dem der Verfasser in [3] einen entsprechenden Satz fur 
Dirichletsche Reihen herleitete, die in einer Halbebene konvergieren. Das 
wesentliche Hifsmittel sind dabei verallgemeinerte Bernsteinsche Polynome, 
fur die folgender Approximationssatz gilt (Lorentz [6; S. 471). 
LEMMA. Es sei A, = 0 -C A, -=c A, < ..., A, + co, Cl, l/hn = 03. Die 
Funktion w sei stetig auf [0, r] mit r > 0. Dann konvergieren die Bernsteinschen 
Polynome 
mit 
ftir n -+ 03 gleichmtijig im Interval1 [0, r] gegen w(x). 
Beweis des Satzes. Wir substituieren x = es und zeigen, da13 es zu jeder 
auf [0, co) stetigen Funktionfund jeder auf [0, co) positiven, stetigen Funk- 
tion h eine absolut konvergente Dirichlet-Reihe mit 
1 f(x) - F. a,x”n / < h(x) (x 3 0) 
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gibt. Dazu wahlen wir eine monoton wachsende Folge positiver Zahlen 
ri (i = 1, 2 ,... ), ru = 0, mit 
und 
lim ri = co i&boo 
Ohne BeschAnkung der Allgemeinheit k6nnen wir h(x) als monoton fallend 
gegen 0 fiir x ---, 00 mit 
annehmen. 
h(r,+l) < gz(r,)(i = 1, 2,...) (2) 
Wir konstruieren nun Bernsteinsche Polynome Pi(x) mit Graden nj 
(j = 1,2,...) und bestimmen zusatzlich zu den nj natiirliche Zahlen ki in 
folgender Weise: Es sei 
PlW = &,(L Il, 4. 
Wir wlhlen hierbei den Grad n, dieses Polynoms nach obigem Lemma so 
grol.3, da8 
I ~74 - PIWl -c Ml) fk x E 10, rIl 
ist und setzen k, = n1 . 
Sind die Polynome Pr(x) mit den Graden q sowie die nattirlichen Zahlen kc 
schon fur 1 < I < j - 1 (j = 2, 3,...) bestimmt, so setzen wir: 
i-l 
s,-l(X) = c Pi(X) (3) 
1=1 
und 
Hf-l(x) = I$) - s,-l(x) 
fur x E [0, r+J 
fiir x 3 rjel , 
wobei d,-r = f(riJ - Sj-I(rj-,) ist. 
Ferner setzen wir 
Die natiirliche Zahl kj wird nun so groI3 gewihlt, daD 
(4) 
kj > nj-l , log 
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ist. Wir bestimmen jetzt nach obigem Lemma ein Polynom 
Der Grad n, von P&c) kann hierbei nach Definition der b,., wegen 
CT l/An = co so groD gewiihlt werden, daD 
fi.irj = 2, 3,... ist. 
Aus (3) und (6) folgt nach einfacher Rechnung, da B,(l, r, x) = 1 ist 
(Lorentz [6; S. 46]), fur j = 2, 3 ,...: 
Wir setzen 
F(x) = G@(x) = 5 Pj(X) (10) 
i=l 
und zeigen zunachst die Konvergenz dieser Reihe. 
Aus (3) und (7) folgt 
1 f(x) - $(x)1 < $4z(rj) fur x E [risl , rJj = 1, 2 ,... ), 
und aus (3) und (11) 
1 dj I < @(rJ (j = 1, 2,...). 
Es ist 
(11) 
(12) 
I J’j(x)l < I Pd.4 - 4-l I + I 4-l I 
und somit nach (3), (7) und (12) 
I P&x)1 < @(rj) + I d+, I < Hh(rj) + h(r,-,)I fiir x E [O, rd (13) 
sodag also die Reihe in (10) nach (2) und (13) konvergiert. 
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Aus (2), (11) und (13) ergibt sich fur x E [r, , r,,,], j > m + 1 die Ab- 
schatzung 
I f(x) - S,(x)l < If(x) - Sm+,(x)l + 2 I ~,(x)l 
v=m+z 
-c iV@m+l) + f G(rJ + &,-,)I 
v-m+2 
< &,+J d W. 
Daher besitzt F(x) also die gewiinschte Approximationseigenschaft 
I f(x) - ml < 44 (x 2 0). 
Als wesentlicher Teil des Beweises mu13 noch gezeigt werden, da13 durch (10) 
eine ftir alle s E R absolut konvergente Dirichlet- Reihe F(eS) = CE=, u,e*“m 
dargestellt wird. Nach (3) und (9) ist 
was nach (2) und (12) konvergiert. 
Aus der Bedingung (8) folgt, dal3 fur den Index I in (9) stets 1 > kj gelten 
mu& Daher ergibt sich aus (9) fiir njP1 < m < nj 
co fiir niml < m < kj 
\ftir k, < m < nj 
Nach Valiron [9] fallen die gewiihnliche und die absolute Konvergenz- 
abszisse iner Dirichlet-Reihe zusammen, falls log n = u&J ist und besitzen 
den Wert 
Die Bedingung log IZ = u&J ist hier wegen X,,, - A,, > c erfiillt. 
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Beachtet man zur Abschiitzung von a, in (14), dal3 
I fWn,.v) - f%-1(&l,,,) - 4-l I 
G ma I f(t)1 + o~grj I %&>I + I Gl I = W1 o< te, 
nach (4) ist, so folgt aus (14) 
l&nl <rPM,,[ fi (1 -$,I-‘. k,z<, [“r?l(l -&l-l (15) 
k=m+l 
‘&,v&- 
i=v m 
fiir kj < m < nj. Es ergibt sich bei Beachtung vail An+l - h, > c ferner die 
Abschgtzung 
Somit ist nach (15) 
I a, 1 < r~A~Mi-lmeaAm 
[kJ+l (1 - $I-’ (16) 
mit einer positiven Konstanten q. Daher folgt aus (16) bei Beachtung von (5) 
und &+l - h, 3 c: 
log I am I
An 
<--logrj+ h 
log I%I~-~ + log m 
?n 
-+,+f~k~+l&t 
An kl 
< -log ri + O(1) + 
k=m+1 k=m+l 
f --log ri + O(1) + t-l dt 
k=m+l 
= --log rj + O(1) + 2 AL1 + O(1). 
k=m+l 
(17) 
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Durch Potenzreihenentwicklung ergibt sich leicht bei Beachtung der Be- 
dingung rjb,,,m > rjdl in (15) die Abschatzung 
,g+, hi1 < 1 log [k$+l( 1- +j]““’ j = I log bni.m I 
Damit folgt insgesamt (T = -CO aus (l), (17) und (18), womit der obige 
Satz bewiesen ist. 
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